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ВСТУП

Цилiндри i, зокрема, i багатошаровi використовуються в багатьох кон-
струкцiях, наявнiсть у них дефектiв у виглядi трiщин погiршує їх механiчнi
властивостi. Маэмо задачу кручення складеного цилiндру з мiжфазною
трiщиною, що складаэться з двох спiввiсних цилiндрiв та з модулем зсуву.
Нижня основа цилiндра, нерухомо закрiплена, верхня основа вiльно вiд на-
пруг. Усунення повиннi задовольняти рiвнянням Ламе. Мета роботи звести
задачу до одномiрної крайової, разв’язати iнтегро- диференцiальне рiвняння
методом ортогональних багаточленiв, та знайти коефiцiєнти iнтенсивностi
напруги.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Постановка задачi

Розглянемо пружне тiло у виглядi цилiндру 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅; −𝜋 ≤ 𝜒 ≤ 𝜋,
0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, що складається з двох спiввiсних цилiндрiв 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 та
𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 з модулем зсуву 𝐺1 та 𝐺2 вiдповiдно. Шари знаходяться в
умовах iдеального механiчного контакту (рiвнiсть змiщення та напруже-
ння) всюди, за винятком дiлянки 𝑐 ≤ 𝑧 ≤ 𝑑 цилiндричної поверхнi, де
розташована трiщина, береги якої вiльнi вiд напряжень. Нижня основа
цилiндра, нерухомо закрiплена, верхня основа вiльно вiд напруження, а до
бiчної поверхнi 𝑟 = 𝑅 прикладена осисемiтрiчна дотична навантаження, що
викликає кручення складеного цилiндра, що розглядається.

Рис. 1.1. Пружнє тiло у виглядi цилiндру.

У такiй постановцi всi величини не залежатимуть вiд кутової коор-
динати 𝜒 i вiдмiнними вiд нуля будуть тiльки кутовi змiщення 𝑈𝑗(𝑟,𝑧) =
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𝑈 𝑗
𝜒(𝑟,𝑧), 𝑗 = 1, 2 кожного з шарiв цилiндра i два дотичнi напруження

𝜏 𝑗𝑟𝜒 = 𝐺𝑗(
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈𝑗)

та
𝜏 𝑗𝑧𝜒 = 𝐺𝑗

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧
, 𝑗 = 1, 2

в кожному з шарiв цилiндра. Перемiщення повиннi задовольняти рiвнянням
Ламе:

𝜕
𝜕𝑧(𝑟

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧 )−
1
𝑟𝑈𝑗 + 𝑟

𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2 = 0, 0 < 𝑧 < ℎ,
0 < 𝑟 < 𝑎 𝑗 = 1

𝑎 < 𝑟 < 𝑅 𝑗 = 2

(1.1)

Крайовi умови мають вигляд:

𝑈𝑗(𝑧,0) = 0; 𝜏 𝑗𝑧𝜒(𝑟,ℎ) = 𝐺𝑗
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧 |𝑧=ℎ = 0, 𝑗 = 1,2 (1.2)

𝜏 2𝑟𝜒(𝑎,𝑧) = 𝐺2(
𝜕𝑈2

𝜕𝑧
− 1

𝑧
𝑈2)|𝑟=𝑅 = 𝑝(𝑧), 0 < 𝑧 < ℎ (1.3)

Умови сполучення шарiв набудуть вигляду:

𝑈1(𝑎− 0, 𝑧)− 𝑈2(𝑎+ 0,𝑧) = 𝜓(𝑧)

𝜏 1𝑟𝜒(𝑎− 0,𝑧)− 𝜏 2𝑟𝜒(𝑎+ 0,𝑧)

(1.4)

Де 𝜓(𝑧) невiдома функцiя (стрибок перемiщення пiд час переходу через
трiщину), рiвна нулю при 𝑧 ∈ (0; 𝑐)∪(𝑑;ℎ) Крiм того напруження на берегах
трiщини вiдсутнi

𝜏 1𝑟𝜒(𝑎− 0,𝑧) = 𝜏 2𝑟𝜒(𝑎+ 0,𝑧) = 0, 𝑐 < 𝑧 < 𝑑 (1.5)
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РОЗДIЛ 2

ЗВЕДЕННЯ ПОСТАВЛЕНОЇ ЗАДАЧI ДО

ОДНОМIРНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

Для зведення поставленої задачi до одномiрної крайової задачi, ско-
ристаємося кiнцевим iнтегральним перетворенням змiнної 𝑧:

𝑈𝑗𝑘(𝑧) =

∫︁ ℎ

0

𝑈𝑗(𝑟,𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧, 𝜆𝐾 =
𝜋

2ℎ
(2𝑘 − 1), 𝑘 = 1,2...

з формулою звернення

𝑈𝑗(𝑟,𝑧) =
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑈𝑗𝑘(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

Застосувавши його до рiвнянь (1), при цьому крайовi умови (2) будуть
задовiльненi, отримаємо

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑈𝑗𝑘𝑟

𝑑𝑟
)− 1

𝑟
𝑈𝑗𝑘(𝑟)− 𝑟𝜆2𝑘𝑈𝑗𝑘(𝑟) = 0, 𝑗 = 1,2 (2.1)

Застосуємо його до крайових умов (3)

𝑅𝑈 1
2𝑘(𝑅)− 𝑈2𝑘(𝑅) =

𝑅

𝐺2
𝑃𝑘 (2.2)

де

𝑃𝑘 =

∫︁ ℎ

0

𝑃 (𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧

та умовам сполучення (4)

𝑈1𝑘(𝑎− 0)− 𝑈2𝑘(𝑎+ 0) = 𝜓𝑘

𝐺1[𝑎𝑈
′

1𝑘(𝑎− 0)− 𝑈1𝑘(𝑎− 0)]−𝐺2[𝑎𝑈
′

2𝑘(𝑎+ 0)− 𝑈2𝑘(𝑎+ 0)] = 0

(2.3)
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де

𝜓𝑘 =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝜓(𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧

Загальнi рiшення рiвнянь (6) мають вигляд:

𝑈1𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟), 0 ≤ 𝑟 < 𝑎

𝑈2𝑘(𝑟) = 𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑟), 𝑎 < 𝑟 < 𝑎

де 𝐼𝑘(𝑥) та 𝐾1(𝑥) модифiкованi функцiї Бесселя, а 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 та 𝐶𝑘- довiльнi
постiйнi Для їх знаходження скористаємося крайовими умовами (7) та
умовами сполучення (8):

𝐵𝑘[𝑅𝜆𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑅)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑅)] + 𝐶𝑘[𝑅𝜆𝑘𝐾

′
1(𝜆𝑘𝑅)−𝐾1(𝜆𝑘𝑅)] =

𝑅

𝐺2
𝑃𝑘

𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑎)−𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑎) = 𝜓𝑘

𝐺1𝐴𝑘[𝑎𝜆𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)]−𝐺2𝐵𝐾 [𝑎𝜆𝑘𝐼

′
1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)]

−𝐺2𝐶𝑘[𝑎𝜆𝑘𝐾
′
1(𝜆𝑘𝑎)−𝐾1(𝜆𝑘𝑎)] = 0

Враховуючи формули

𝑥𝐼2(𝑥) = 𝑥𝐼 ′1(𝑥)− 𝐼1(𝑥)

−𝑥𝐾2(𝑥) = 𝑥𝐾 ′
1(𝑥)−𝐾1(𝑥)

Запишемо отриману систему у виглядi:

𝐵𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅)− 𝐶𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑅) =
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2

(𝐴𝑘 −𝐵𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑎) = 𝜓𝑘

𝐺1𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)−𝐺2𝐵𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎) +𝐺2𝐶𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑎) = 0

i знайдемо з неї:
Iз двох останнiх рiвнянь з урахуванням тотожностi:

𝐼1(𝑋)𝐾2(𝑥) + 𝐼2(𝑋)𝐾1(𝑥) =
1

𝑥
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Знаходимо

𝐵𝑘 = 𝜆𝑘𝑎[𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑎) +𝐺𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑎)]𝐴𝑘 − 𝜆𝑘𝑎𝐾2(𝜆𝑘𝑎)𝜓𝑘

𝐶𝑘 = 𝜆𝑘𝑎(1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐴𝑘 − 𝜆𝑘𝑎𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝜓𝑘

де

𝐺𝑘 =
𝐺1

𝐺2

Пiдставимо у перше рiвняння, знаходимо

𝐴𝑘 = [𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]
𝜓𝑘

△𝑘
+

𝑃𝑘

𝑎𝜆2𝑘𝐺2△𝑘

△𝑘 = [𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)+𝐺𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑎)]𝐼2(𝜆𝑘𝑅)−(1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)

Знаїдемо 𝐵𝑘 та 𝐶𝑘:

𝐵𝑘 =
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2△𝑘
−𝐺𝑘𝜆𝑘𝑎

𝜓𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)[𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑎)+𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)] =

=
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2△𝑘
−𝐺𝑘

𝜓𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)

𝐶𝑘 = 𝜆𝑘𝑎(1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐴𝑘 − 𝜆𝑘𝑎𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝜓𝑘 =

= (1−𝐺𝑘)
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)−𝐺𝐾

𝜓𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑅)

Знаходження трансформанти змiщень:

𝑈1𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘 * 𝐼1(𝜆𝑘𝑟) =
𝑃𝑘

𝑎𝜆2𝑘𝐺2△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟) +

𝜓𝑘

△𝑘
* (

*[𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]𝐼1(𝜆𝑘𝑟), 0 ≤ 𝑟 < 𝑎
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та 𝑈2𝑘(𝑟):

𝑈2𝑘(𝑟) = 𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑟) =
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2△𝑘
[𝐼1(𝜆𝑘𝑟)−]

−(1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)−

−𝐺𝑘
𝜓𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)[𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)]

Скористаємося формулою обiгу iнтегрального перетворення:

𝜓𝑘 =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝜓(𝜀)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜀𝑑𝜀

I змiнимо порядок пiдсумовування та iнтегрування

𝑈1(𝑟,𝑧) =
2

𝑎ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆2𝑘△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 +

2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘

△𝑘
[𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)−

−𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 =

=
2

𝑎ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧+

+
2

ℎ

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

[𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

△𝑘
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧]𝜒(𝜉)𝑑𝜉

та

𝑈2(𝑟,𝑧) =
2

ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
[𝐼1 − (1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧−

−2𝐺𝑘

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)[𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)+

+𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 =
2

ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
[𝐼1(𝜆𝑘𝑟)−

−(1−𝐺𝑘)𝐼1(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧−

−2𝐺𝑘

ℎ

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)[𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)+𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾1(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧]𝜒(𝜉)𝑑𝜉
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Умови вiдсутностi напруження на берегах потрiскання

Отриманi вирази для перемiщення мiстять невiдому функцiю 𝜒(𝜉).
Для її визначення слiд скористатися умовами вiдсутностi напруження на
берегах потрiсканi. Так як кожне з них приведе до одного i того ж рiвняння,
то скористаємося першим iз них.

𝜏𝑟𝜙|𝑟=𝑎−0 = 𝐺1(
𝜕𝑈1

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈1)|𝑟=𝑎−0 = 0, 𝑐 < 𝑧 < 𝑑

Знайдемо спочатку

𝜕𝑈1

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈1 =

2

𝑎ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
[𝜆𝑘𝐼

′
1(𝜆𝑘𝑟)−

−1

𝑟
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 +

2

ℎ

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

[𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)−

−𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)] * [𝜆𝑘𝐼 ′1(𝜆𝑘𝑟)−
1

𝑟
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)]

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉 * 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧
△𝑘

]𝜒(𝜉)𝑑(𝜉) =

=
2

𝑎ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 +

2

ℎ

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

[𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)−

−𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)] * 𝐼2(𝜆𝑘𝑟)
𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

△𝑘
]𝜒(𝜉)𝑑𝜉, 0 < 𝑟 < 𝑎

Розглянемо ряд, що стоїть пiд знаком iнтеграла

∞∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘(𝑟)𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧, 0 < 𝑟 < 𝑎

Де

𝐹𝑘(𝑟) = [𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]
𝐼2(𝜆𝑘𝑟)

△𝑘

Використовуючи асимптотичну поведiнку модифiкованих функцiй Бесселя
при великих значеннях аргументу

𝐼𝑛(𝑥) ∼ 1√
2𝜋𝑥

𝑒𝑥, 𝐾𝑛(𝑥) ∼
√︂

𝜋

2𝑥
𝑒−𝑥,𝑥→ ∞



11

Можна показати що
𝐹𝑘(𝑟) = 𝑂(𝑒−𝜆𝑘(𝑎−𝑟))

Звiдси випливає, що цей ряд сходиться рiвномiрно i абсолютно при 0 < 𝑟 < 𝑎.
Тодi законно його почленное диференцiювання i можна уявити у виглядi

− 𝜕2

𝜕𝑧2

∞∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘(𝑟)
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘

Тобто:

𝜕𝑈1

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈1 = −2

ℎ

𝜕2

𝜕𝑧2

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘(𝑟)
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘
]𝜒(𝜉)𝑑𝜉+

+
2

𝑎ℎ𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

Переходячи тут до межi при 𝑟 → 𝑎 − 0 отримаємо iнтегральне рiвняння
щодо функцiї 𝜒(𝜉):

𝜕2

𝜕𝑧2

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘(𝑎)
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘
]𝜒(𝜉)𝑑𝜉 =

1

𝑎𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

Проаналiзуємо ядро отриманого рiвняння:

𝐾(𝜉,𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘(𝑎)
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘

Використовуючи наведену вище асимптотику модифiкованих функцiй Бес-
селя, отримаємо, що

𝐹𝑘(𝑎) =
1

1 +𝐺𝑘
[1 +𝑁𝑘]

Де:

𝑁𝑘 =
1

△𝑘

{︂
[𝐼2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)][𝐼2(𝜆𝑘𝑅)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)]

}︂
+

+

{︂
𝐺𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐼2(𝜆𝑅)[𝐾2(𝜆𝑘𝑎)−𝐾1(𝜆𝑘𝑎)]−𝐺𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝐾2(𝜆𝑘𝑅)[𝐼2(𝜆𝑘𝑎) + 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)]

}︂
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при цьому
𝑁𝑘 = 𝑂(𝑒−2𝜆𝑘(𝑅−𝑎)), 𝜆𝑘 → ∞

Тодi отримане рiвняння можна записати так:

𝜕2

𝜕𝑧2

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘
]𝜒(𝜉)𝑑𝜉 +

𝜕2

𝜕𝑧2

∫︁ 𝑑

𝑐

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝜉𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜆𝑘
] * 𝜒(𝜉)𝑑𝜉 =

=
1 +𝐺𝑘

𝑎𝐺2

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

Враховуючи поведiнку 𝑁𝑘 у другому доданку, можна продиференцiювати
пiд знаком iнтеграла. Далi зробимо замiну, що зводить промiжок (𝑐; 𝑑)

iнтегрування до промiжку (−1; 1)

𝑧 = 𝐴𝑡+𝐵, 𝜉 = 𝐴𝜂 +𝐵

Де:

𝐴 =
𝑑− 𝐶

2
, 𝐵 =

𝑑+ 𝐶

2

В результатi отримаємо

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂 +𝐵)

𝜆𝑘
]𝜒*(𝜂)𝑑𝜂−

−𝐴
∫︁ 1

−1

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂 +𝐵)]𝜒*(𝜂)𝑑𝜂 =

=
1 +𝐺𝑘

2𝑎𝐺2
𝐴

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵),−1 < 𝑡 < 1

Де:
𝜒*(𝜂) = 𝜒(𝐴𝜂 +𝐵)

Розглянемо ряд у першому iнтегралi та просумуємо його

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑜𝑠(2𝑘 − 1)𝑥

2𝑘 − 1
=

1

4
𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔2

𝑥

4
, 0 < 𝑥 < 𝜋
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∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂 +𝐵)

𝜆𝑘
=

=
1

2

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘(𝐴𝑡− 𝜂)− 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘[𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵]

𝜆𝑘
=

=
ℎ

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

[
𝑐𝑜𝑠 𝜋

2ℎ𝐴(𝑡− 𝜂)(2𝑘 − 1)

2𝑘 − 1
−
𝑐𝑜𝑠 𝜋

2ℎ [𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵](2𝑘 − 1)

2𝑘 − 1
] =

=
ℎ

4𝜋
[𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔2

𝜋

8ℎ
𝐴(𝑡− 𝜂)− 𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔2

𝜋

8ℎ
[𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵]]

Таким чином iнтегральне рiвняння набуде вигляду

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

[𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔
𝜋

8ℎ
𝐴|𝑡− 𝜂| − 𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔

𝜋

8ℎ
[𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵]]𝜒*(𝜂)𝑑𝜂−

−2𝜋

ℎ
𝐴

∫︁ 1

−1

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂 +𝐵)]𝜒*(𝜂)𝑑𝜂 =

=
(1 +𝐺𝑘)𝜋

𝑎ℎ𝐺2
𝐴

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵),− 1 < 𝑡 < 1

Перетворимо вираз у першому iнтегралi

𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔
𝜋

8ℎ
𝐴|𝑡− 𝜂| = 𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
+ 𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔

𝜋𝐴

8ℎ
|𝑡− 𝜂| − 𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
=

= 𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜂|
+ 𝑙𝑛[|𝑡− 𝜂|𝑐𝑡𝑔𝜋𝐴

8ℎ
|𝑡− 𝜂|]

при цьому другий доданок не має особливостi при 𝑡 = 𝜂, так як

lim
𝑥→0

𝑙𝑛[𝑥𝑐𝑡𝑔
𝜋𝐴

8ℎ
𝑥] = lim

𝑥→0
[
𝑥𝑐𝑜𝑠𝜋𝐴8ℎ 𝑥

𝑠𝑖𝑛𝜋𝐴
8ℎ 𝑥

] = 𝑙𝑛
𝜋𝐴

8ℎ

Таким чином, рiвняння може бути записане у виглядi:

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝑧|
𝜒*(𝜂)𝑑𝜂 +

∫︁ 1

−1

𝐿(𝑡,𝜂)𝜒*(𝜂)𝑑𝜂−

−2𝜋

ℎ
𝐴

∫︁ 1

−1

[
∞∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂 +𝐵)]𝜒*(𝜂)𝑑𝜂 =
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=
(1 +𝐺𝑘)𝜋

𝑎ℎ𝐺2
𝐴

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡 +𝐵)

Де:

𝐿(𝑡,𝜂)
𝑑2

𝑑𝑡2

{︂
𝑙𝑛[|𝑡− 𝜂|𝑐𝑡𝑔 𝜋𝐴8ℎ |𝑡− 𝜂|]− 𝑙𝑛𝑐𝑡𝑔 𝜋

8ℎ [𝐴(𝑡+ 𝜂 + 2𝐵)]

}︂
=

=
(𝜋𝐴4ℎ )

2(𝑡− 𝜂)2𝑐𝑜𝑠𝜋𝐴4ℎ (𝑡− 𝜂)− 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝐴4ℎ (𝑡− 𝜂)

(𝑡− 𝜂)2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝐴4ℎ (𝑡− 𝜂)
+

+(
𝜋𝐴

4ℎ
)2
𝑐𝑜𝑠 𝜋

4ℎ [𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵]

𝑠𝑖𝑛2 𝜋
4ℎ [𝐴(𝑡+ 𝜂) + 2𝐵]

при цьому при 𝑡 − 𝜂 → 0 перше доданок у межi дає −1
6(

𝜋𝐴
4ℎ )

2 Здобули
iнтегро-диференцiальне рiвняння, для вирiшення якого можна застосувати
метод ортогональних многочленiв Враховуючи вид сингулярної частини
рiвняння, його рiшення слiд шукати у виглядi розкладання по многочленах
Чебишева II роду

𝜒*(𝜂) =
√︀

1− 𝜂2
∞∑︁
𝑘=0

𝜒*
𝑛𝑈𝑛(𝜂)

з використанням спектрального спiввiдношення

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜂|
√︀

1− 𝜂2𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂 = −𝜋(𝑛+ 1)𝜐𝑛(𝑡)

та умови ортогональностi∫︁ 1

−1

𝜐𝑛(𝑡)
√︀
1− 𝑡2𝑑𝑡 =

𝜋

2
𝛿𝑛𝑚
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РОЗДIЛ 3

РОЗВ’ЯЗАННЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЬНИХ

МНОГОЧЛЕНIВ.

Розв’язання iнтегро-диференцiального рiвняння методом ортогональних
многочленiв.

Розглянемо отримане рiвняння

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜂|
𝜒*(𝜂)𝑑𝜂

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡,𝜂)𝜒*(𝜂)𝑑𝜂 = 𝑔(𝑡), |𝑡| < 1

де:

𝑀(𝑡,𝜂) = 𝐿(𝑡,𝜂)− 2𝜋

ℎ
𝐴

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑁𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝜂+𝐵)

𝑔(𝑡) =
𝜋(1 +𝐺*)

𝑎ℎ𝐺2
𝐴

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

∆𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝐴𝑡+𝐵)

i будемо шукати його рiшення у виглядi

𝜒*(𝜂) =
√︀

1− 𝜂2
∞∑︁
𝑘=0

𝜒*
𝑛𝑈𝑛(𝜂)

Пiдставимо в рiвняння

∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂+

+
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡,𝜂)
√︀
1− 𝜂2𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂 = 𝑔(𝑡)

та скористаємося спектральним спiввiдношенням

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂 = −𝜋(𝑛+ 1)𝜐𝑛(𝑡), |𝑡| < 1
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Отримаємо

−𝜋
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛(𝑛+ 1)𝜐𝑛(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡,𝜂)
√︀
1− 𝜂2𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂 = 𝑔(𝑡)

Помножимо отриманий вираз на
√
1− 𝑡2𝜐𝑚(𝑡) i проiнтегруємо по 𝑡 вiд −1

до 1

−𝜋
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛(𝑛+ 1)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝜐𝑚(𝑡)𝜐𝑛(𝑡)𝑑𝑡+

+
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡, 𝜂)
√︀
1− 𝑡2

√︀
1− 𝜂2𝜐𝑚(𝑡)𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂 =

=

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑔(𝑡)𝜐𝑚(𝑡),𝑚 = 0,1,...

Враховуючи ортогональнiсть многочлена Чебишева

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝜐𝑚(𝑡)𝜐𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋

2
𝛿𝑚𝑛, 𝛿𝑚𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1,𝑚 = 𝑛

0,𝑚 ̸= 𝑛

Отримаємо

−𝜋
2
(𝑚+ 1)𝜒*

𝑚

∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡,𝜂)
√︀
1− 𝑡2

√︀
1− 𝜂2𝜐𝑚(𝑡)𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑔(𝑡)𝜐𝑚(𝑡)

Регулюємо отриману нескiнченну систему лiнiйних рiвнянь алгебри. Для
цього роздiлимо її на −𝜋2

2

√
𝑚+ 1 i позначимо 𝜓𝑚 =

√
𝑚+ 1𝜒*

𝑚

Отримана система набуде вигляду

𝜓𝑚 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑚𝑛𝜓𝑛 = 𝑏𝑚,𝑚 = 0,1,...

𝑎𝑚𝑛 = − 2

𝜋2
√︀

(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝜐𝑚(𝑡)𝑑𝑡

∫︁ 1

−1

𝑀(𝑡,𝜂)
√︀
1− 𝜂2𝜐𝑛(𝜂)𝑑𝜂
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𝑏𝑚 = − 2

𝜋2
√
𝑚+ 1

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑔(𝑡)𝜐𝑚(𝑡)

Пiсля вирiшення отриманої системи методом редукцiї будуть знайденi кое-
фiцiєнти 𝜓𝑚, а значить i функцiя

𝜒*(𝜂) =
√︀

1− 𝜂2
∞∑︁

𝑚=0

𝜓𝑚√
𝑚+ 1

𝜐𝑚(𝜂)
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РОЗДIЛ 4

ЗНАХОДЖЕННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ

IНТЕНСИВНОСТI НАПРУЖЕННЯ

При розглядi завдань теорiї пружностi для тiл з дефектами iнтерес
представляє коефiцiєнт iнтенсивностi напруження, який фiгурує за умов
руйнування тiл. Для випадку кручення цилiндра з цилiндричною трiщиною,
вiн має вигляд

𝐾+ = lim
𝑧→𝑑+0

√︀
2𝜋(𝑧 − 𝑑)𝜏𝑟𝜙|𝑎−0

та
𝐾− = lim

𝑧→𝐶−0

√︀
2𝜋(𝑐− 𝑧)𝜏𝑟𝜙|𝑎−0

Враховуючи наведенi замiни змiнних та отриманий ранiше вираз для доти-
чної напруги 𝜏𝑟𝜙 отримаємо

𝐾+ = − 2𝐺1√︀
𝜋(𝑑− 𝑐)

lim
𝑡→1+0

√
𝑡− 1

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜂|
𝜒*(𝜂)𝑑𝜂

𝐾− = − 2𝐺1√︀
𝜋(𝑑− 𝑐)

lim
𝑡→−1−0

√
−𝑡− 1

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜂|
𝜒*(𝜂)𝑑𝜂, |𝑡| > 1

Пiдставимо в цi вирази уявлення

𝜒*(𝜂) =
√︀

1− 𝜂2
∞∑︁

𝑚=0

𝜓𝑚√
𝑚+ 1

𝜐𝑚(𝜂)

Тодi:

𝐾+ = − 2𝐺1√︀
𝜋(𝑑− 𝑐)

∞∑︁
𝑚=0

𝜓𝑚√
𝑚+ 1

lim
𝑡→𝑡+0

√
𝑡− 1

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
𝜐𝑚(𝜂)𝑑𝜂

Для обчислення iнтеграла, що входить сюди, скористаємося формулою:

1

𝜋

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜂|
𝜐𝑚(𝜂)𝑑𝜂 =
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=
|𝑡|√
𝑡2 − 1

𝜐𝑚(𝑡) +
√︀
𝑡2 − 1𝑠𝑔𝑛𝑡𝜐

′

𝑚(𝑡)−
1

2
(𝑚+ 1)𝜐𝑚(𝑡), |𝑡| > 1

В результатi отримаємо

𝐾+ = −2𝐺1

√︂
𝜋

𝑑− 𝑐

∞∑︁
𝑚=0

𝜓𝑚√
𝑚+ 1

lim
𝑡→1+0

√
𝑡− 1

𝑡√
𝑡2 − 1

𝜐𝑚(𝑡) =

= −𝐺1

√︂
2𝜋

𝑑− 𝑐

∞∑︁
𝑚=0

𝜓𝑚√
𝑚+ 1

𝜐𝑚(1) = −𝐺1

√︂
2𝜋

𝑑− 𝑐

∞∑︁
𝑚=0

√
𝑚+ 1𝜓𝑚

Де враховано, що 𝜐𝑚(1) = 𝑚+ 1

Аналогiчно отримаємо

𝐾1 = −𝐺1

√︂
2𝜋

𝑑− 𝑐

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
√
𝑚+ 1𝜓𝑚

де враховано, що

𝜐𝑚(−1) = (−1)𝑚𝜐𝑚(1) = (−1)𝑚(𝑚+ 1)
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ВИСНОВКИ

Для розв’язку Вiсiсиметрична задача кручення двошарового цилiндру
з мiжфазним дефектом використан пiдхiд, що заключається в використан-
нi iнтегрального перетворення до рiвняння Ламе. В результатi розв’язку
отриманої задачi були знайденi коефiцiєнти iнтенсивностi напруги.
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